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Cadre théorique

Soit Q € RN un domaine borné régulier, H : Q x RN — R un Hamiltonien
continue vérifiant:

(H1) {p, H(x,p) < 0} := Z(x) est convexe pour tout x € Q,

(H2) Z(x) est compact,

(H3) H(x,0) < 0.

On considere
H(x, Vu) =0 dans Q.



Cadre théorique

Soit @ € RN un domaine borné régulier, H : Q x RN — R un Hamiltonien
continue vérifiant:

(H1) {p, H(x,p) < 0} := Z(x) est convexe pour tout x € ,
(H2) Z(x) est compact,
(H3) H(x,0) < 0.

On considére
H(x, Vu) =0 dans Q.

Exemple: équation Eikonale
{ lyul=1, xe(-1,1)

u(=1)=u(1)=0
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Cadre théorique: équations d’Hamilton-Jacobi

= —edgU + |oxul=1, x€(—1,1),
u(=1)=u(1)=0.
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— Notion de solutions de viscosité: Crandall et Lions ~ 1980.

* u est une sous-solution de viscosité si: pour tout ¢ € C'(Q) t.qu — ¢
attaint un maximum local en x, alors H(x, V¢(x)) < 0.

e u est une sur-solution de viscosité si: pour tout ¢ € C'(Q) s.t u — ¢ attaint
un minimum local en x, alors H(x, V¢(x)) > 0.

e uis une solution de viscosité si elle est a la fois sur et sous-solution.



Le caractére métrique des équations d’H}

On définit la fonction d’appui de Z(x)

ozx)(x,p) = sup{(p,q), q € Z(x)}.
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Le caractére métrique des équations d’H}

On définit la fonction d’appui de Z(x)

ozx)(x,p) = sup{(p,q), q € Z(x)}.
o est une métrique Finslérienne:

* 0(x,.) est 1-homogene pour tout x € Q
e o(x,.) est convexe.

e ¢ induit une distance géodésique d,

1
@Z dlen) = ot [ otr(0, 1)

- avec I'(x,y) =
1
{7 € Lip([0,1], Q) : ¥(0) =x,7(1) =y}
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Le caractére métrique des équations d’H}

Quelques propriétés de d,,

* d, est une quasi-distance: pour tout x,y € Q dy(x,y) > 0 et dy(x,x) = 0.
En plus, pour tout x, y, z € Q one has d,(x,y) < dy(x,2) + ds(z, y).

e Condition de compatibilité:

veSH(Q) ssiov(x)—v(y) < ds(y,x) pourtout x,ye Q.

e Peut dégénérer



Le caractére métrique des équations d’H}

Quelques propriétés de d,,

* d, est une quasi-distance: pour tout x,y € Q dy(x,y) > 0 et dy(x,x) = 0.
En plus, pour tout x, y, z € Q one has d,(x,y) < dy(x,2) + ds(z, y).

e Condition de compatibilité:

veSH(Q) ssiov(x)—v(y) < ds(y,x) pourtout x,ye Q.

e Peut dégénérer~~ Ensemble d’Aubry



Vers une formulation variationnelle

On considere C C Q (e.g., C = 9Q ou C = {x} pour x € Q), et I'équation

H(x,Vu) =0 dans Q\ C
{ (x, Vu) ans Q\ @

u=g sur C

avec g: C — R is est fonction continue vérifiant la condition de compatibilité

g(x) —g(y) < ds(y,x) sur C.



Vers une formulation variationnelle

On considere C C Q (e.g., C = 9Q ou C = {x} pour x € Q), et I'équation

H(x,Vu)=0 dansQ\C
u=g sur C

avec g: C — R is est fonction continue vérifiant la condition de compatibilité

g(x) —g(y) < ds(y,x) sur C.

Alors, la sous-solution maximal of (0.1) est donnée par

u(x) = min do(y, x) +8(y)-




Vers une formulation variationnelle

On considere C C Q (e.g., C = 9Q ou C = {x} pour x € Q), et I'équation

H(x,Vu)=0 dansQ\C
u=g sur C

avec g: C — R is est fonction continue vérifiant la condition de compatibilité

g(x) —g(y) < ds(y,x) sur C.

Alors, la sous-solution maximal of (0.1) est donnée par

u(x) = min do(y, x) +8(y)-

~~Q: Comment calculer u de fagon efficace pour un H général ?



Vers une formulation variationnelle

Caractérisation des sous-solutions

S(Q) = {u e W'*(Q) and v°(x, Vu(x)) < 1 for a.e x € Q} := Byo.

avec
o°(x,p) = sgp{<p,q> poo(xq) <1},



Vers une formulation variationnelle

Caractérisation des sous-solutions

S(Q) = {u e W">(Q) and ¢°(x, Vu(x)) < 1 for a.e x € Q} := Bye.

avecC
o°(x,p) = sgp{<p,q> o(xq) <1},

Théoréme (EIN 2021)

La sous-solution maximal u(x) = minycc dy(y, x) +g(y) de (0.1), est 'unique
solution de

uemrﬂ?;((ﬂ) { /Qz(x)dx, c°(x,Vz(x)) <1andz=gon C}.



Vers une formulation variationnelle

Théoréme (EIN 2021)

La sous-solution maximal u(x) = minycc dy(y, x) +g(y) de (0.1), est 'unique
solution de

uemrﬂ?;((ﬂ) { /Qz(x)dx, c°(x,Vz(x)) <1andz=gon C}.

Formulation avantageuse

Ce probléeme s’écrit sous la forme

(P): ifg,f]:(u) + G(Au), avec

. . 1,00
}"(u)—{ Jq udx siue g+ Wy (Q) G0 = 1g,.

400 sinon.



Dualité pour H)

Théoreme (EIN, 2021)

Soitp € M;(Q), alors

d . v = B o et = aQ =
uevr\r/}?;((ﬂ){./ﬂu 0 u(x) o etu=g sur }

nf o Lo p— (9 tang) - —dv (@) =p in D).

PpeDMP(Q)
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Dualité pour H)

Théoreme (EIN, 2021)

Soitp € M;(Q), alors

d . v = B o et = aQ =
uevr\r/}?;((m{/ﬂu 0 u(x) o etu=g sur }

nf o Lo p— (9 tang) - —dv (@) =p in D).

PpeDMP(Q)

avec

DMP(Q) = {F e PN ¢ divF=pe Mb(Q)} .

 On définit, pour h € My (Q) la fonctionnelle F(h) =
inf { /Q o (x, $(x))dx + /m gdh— (p-vag,8) : —div(g) =p+hD @},

e On montre que F est convex, |.s.c and conclure avec F** = F.



Approximation

e Discrétiser Q = [0, 1] en une grille réguliere.
e Définir les opérateurs discrets V, et divy, via des différences finies.
e La version discrete de
max {/ udx : ¢°(x,Vu(x)) <1, u=gsur aQ}
uewle(Q) (J/Q
s’écrit alors:

m n
min { — i 2 Z uj —H[B‘,o(vhu)}
i=1 j=1

uE]Ran
uij=gi; Y(ij)€Cq

min
G {/

(=divj,¢);;=1 for (i,f)¢Cqy

e Le dual s’écrit

n
Y_ o((ih, jh), ¢i))

1/=1

Ms

+ Y g ((dth¢)i,j+1)}'

(irj)GCd



Approximation

e Formulation inf-sup:

inf sup Fp(u) + (¢, Vou) — G/ (),
U€X¢€Y

avecC

—h2ym, Yiiupjsiu=gonCy,

] et gh(v) = ]IBUO .
+00 sinon,

Fh(u) = {

e Résolution avec I'algorithme Chambolle-Pock.

e Calculer un prox:

1
Prox x(u) = argmin§||u —v||2+1K(v), T > 0.
\4



Algorithme pour résoudre H)

Algorithm 1 PD iterations

1ére étape. Initialisation: 77,7 > 0,8 € [0,1], u® et ¢° = V, 0, @° = °.

2eme étape. Pour k < Iteryax
P = ¢+ V(@) — nProj (¢ + nVa(@) /n);
U = Profoh(uk —TVi(¢*);

L—jk+1 _ uk+1 +9(uk+1 —Uk).




Algorithme pour résoudre H)

Algorithm 2 PD iterations

1ére étape. Initialisation: 77,7 > 0,8 € [0,1], u® et ¢° = V, 0, @° = °.

2eme étape. Pour k < Iteryax
P = ¢+ V(@) — nProj (¢ + nVa(@) /n);
U = Profoh(uk —TVi(¢*);

L—jk+1 _ uk+1 +9(uk+1 —Uk).

e Changement de métriques: Prox}'(u) = argmin, +||u — v||,+K(v) avec
MeSH,.
e Adaptation: (17, T) ~> (7k, Tk)



lllustration: Shape from Shading

R(n(x1,x2)) = n(xq,x2) x £ = I(x1,x2)
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lllustration: Shape from Shading

e Normale a la surface

¢ Direction de la lumiére

R(n(x1,x2)) = n(xq1,x2) x £ = I(x1,x2)



lllustration: Shape from Shading

e Normale a la surface
e Direction de la lumiere

e Brillance de I'image

R(n(x1,x2)) = n(xq,x2) x £ = I(x1,x2)
IN14+|Vul2 +Vu-w—r=0,avec ! = (w,r) = (wy,wy,r) € R3.



Example typique

Direction de lumiere verticale: ¢ = (0,0, 1)

* Le probleme se réduit a la résolution d’une équation Eikonale:
|Vu| =k dans Q
u=0sur 00

avec k(x) = v/172(x) — 1.
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e L’ensemble de dégénérescence A := [k = 0] correspond aux points
d’intensité maximale: /(x) = 1.



Example typique

Direction de lumiere verticale: ¢ = (0,0, 1)

* Le probleme se réduit a la résolution d’une équation Eikonale:

|Vu| =k dans Q
u=0sur 00
avec k(x) = v/172(x) — 1.
* o(x,p) =k(x)|pl-
e L’ensemble de dégénérescence A := [k = 0] correspond aux points
d’intensité maximale: /(x) = 1.
e Dualité:

max {/ udx: |Vu|<k, u=0sur BQ}
uewl=(Q) (J/Q

—  min {/Qk(x)d|gb:—div(<p):1 D/(Q)}.

PEM, ()4



Distances Finslériennes

Soit F : Q x RN — R* une métrique Finslérienne et on consideére:

F°(x,Vu) =1 dans Q\ C,
u=0surC.



Distances Finslériennes

Soit F : Q x RN — R* une métrique Finslérienne et on consideére:

F°(x,Vu) =1 dans Q\ C,
u=0surC.

~ D(x) = ;ﬂeig {de(y, x) +g(y)}-



Distances Finslériennes

Soit F : Q x RN — R* une métrique Finslérienne et on consideére:

{Fo(x,Vu) =1dans Q\C,

u=20surC.

~ D(x) = ;neig {de(y,x) +8(y)}-

e Métrique Euclidienne: F(x,p) = ||p||-

* Métrique Riemannienne: F(x,p) = k(x)||p|| avec k > 0.
* Métrique crystalline : F(x,x) = maxj—1,...m(p, s;) for given directions s;.

* Métriques de Randers : F(x,p) = (Ap,p)'/? + (b(x), p), where A € S)._
and b € RN such that ||b|| 41 < 1.



* Métrique Euclidienne: F(x,p) = ||p||-
* Métrique Riemannienne: F(x,p) = k(x)||p|| avec k > 0.
* Métrique crystalline : F(x,x) = maxj—1,...m(p,s;) for given directions s;.

* Métriques de Randers : F(x,p) = (Ap,p)'/? + (b(x), p), where A € SY__
and b € RN such that ||b|| 41 < 1.

O

Exemples de boules By-.
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Perspectives

Figure 5: distance au bord, axe médian, flux optimal ¢.

e Cadre vectoriel: Du € O(n).
e Adaptation sur graphes.

e HJ avec obstacles.



Merci pour votre attention !
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