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Integration numérique

f

(a) Points Milieus

f

(b) Trapèzes

f

(c) Simpson

Figure – Méthodes numériques d’integration
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Intégration de Monte-Carlo

∫
Ω
f (x)dx =

1

n

n∑
i=1

f (xi )

avec les xi choisis stochastiquement

I Indépendant de la dimension

I Indépendant de la complexité du problème
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Intégration de Monte-Carlo

f

∣∣∣∣∫
Ω
f (x)dx − 1

n

∑
f (xi )

∣∣∣∣ = O(
1√
n

)
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Intégration de Monte-Carlo
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Intégration de Monte-Carlo

Peut-on mieux faire ?
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Intuition : Plus Uniforme

256 pts 2048 pts 16384 pts

256 pts 2048 pts 16384 pts
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Discrépance [Nie92, Lem09]

Comparer la proportion de
points espérés a la réalisation

I µ la distribution
échantillonnée

I P(I ) la proportion de
points tirés dans I

I RP(I ) = |µ(I )− P(I )|

µ(I1) = 1/8,P(I1) = 1/8
µ(I2) = 1/4,P(I2) = 3/8
µ(I3) = 1/4,P(I3) = 1/8

D(P) = sup
I∈Convexes

RP(I )
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I µ la distribution
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Discrépance Extrème

Comparer la proportion de
points espérés a la réalisation

I µ la distribution
échantillonnée.

I P(I ) la proportion de
points tirés dans I .

I RP(I ) = |µ(I )− P(I )|

I J(x , y) =
d∏

i=1

[xi , yi ).

µ(I1) = 1/8,P(I1) = 2/8
µ(I2) = 1/4,P(I2) = 3/8
µ(I3) = 1/4,P(I3) = 2/8

D(P) = sup
x ,y∈[0,1)d

RP(J(x , y))
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Discrépance Star

Comparer la proportion de
points espérés a la réalisation

I µ la distribution
échantillonnée

I P(I ) la proportion de
points tirés dans I

I RP(I ) = |µ(I )− P(I )|

I J(x , y) =
d∏

i=1

[xi , yi ).

µ(I1) = 1/8,P(I1) = 1/8
µ(I2) = 1/4,P(I2) = 1/8
µ(I3) = 1/4,P(I3) = 2/8

D∗(P) = sup
x∈[0,1)d

RP(J(0, x))

D∗(P) ≤ D(P) ≤ 2d−1D∗(P)
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Discrépance L2 [Hic98]

Approximation de la discrépance

T ∗(P) =

(∫
[0,1)d

(RP(J(0, v)))2dv

) 1
2

T ∗(P)2 =
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

d∏
k=1

(1−max(xi ,k , xj ,k))

−2−s+1

n

n∑
i=1

d∏
k=1

(1− u2
i ,k) + 3−d

Algorithme en O(n log(n)d) [Hei96]
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Exemples de discrépances

(a) Bruit blanc (b) Stratifié

(c) Sobol (d) Bruit bleu
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Théorème de Koksma-Hlawka [Kok42, Hla61]

Théorème
Soit P = {x1, . . . , xn}. Si f est une fonction a variation bornée
alors ∣∣∣∣∣

∫
Ω
f (x)dx − 1

n

n∑
i=1

f (xi )

∣∣∣∣∣ ≤ V (f ) ∗ D∗(P)

I Meilleure borne possible par la discrepance

Conjecture

D∗(P) = O(
log(n)d−1

n
)

(Prouvé pour d ≤ 2)
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Variation au sens Hardy-Krause

Définition

V (d)(f ) = sup
P∈P

∑
J∈P
|∆(f ; J)| ,

I P l’ensemble des partitions P de [0, 1)d

I P ensemble des {x1, . . . , xnp} tels que

∀i ∈ {1, . . . , np − 1} , xi ∈ [0, 1)d et xi ≤ xi+1

I ∆(f ; J) la somme alternée de la fonction aux sommets de J
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Variation au sens Hardy-Krause

V (d)(f ) = sup
P∈P

∑
J∈P
|∆(f ; J)| ,

1

0

xi

J(xi , xi+1)

P

Figure – Exemple d’une discontinuité ayant une variation infinie
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Variation Totale [BCGT13]

Définition

V(d)(f ) =
∑

α∈{0,1}d
2d−‖α‖0

∫
[0,1]d

∣∣∣∣( ∂

∂x

)α
f (x)

∣∣∣∣
I Considère les discontinuités

I Peut remplacer V dans la borne de Koksma-Hlawka
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Séquences à basse discrépance

I Séquence = Ensemble ”prolongeable” d’échantillons

I D∗(P) = O( log(n)d−1

n )

I différentes méthodes :

(a) Sobol (b) Halton (c) Niederreiter base 3



18/39

Détection de Qualité
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Détection de Qualité

sobol dims 0_1 128 pts

(a) Sobol

sobol dims 18_19128 pts

(b) Sobol dégénéré



19/39

Conclusion

Avantages :

I Calculable

I Minimisable

I Bonnes propriétés liées

I Borne applicable à une large famille d’intégrandes

Désavantages :

I Non isotrope

I Défauts des séquences sur certaines dimensions
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Transport Optimal

Idée :
Mesurer l’uniformité dans un sens plus intuitif
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Transport Optimal Semi-Discret

Définition (Monge)

W (µ, ν) = inf

{∫
X
c(x ,T (x))dµ(x) : T∗(µ) = ν

}
,

avec c(x ,T (x)) le coût pour se déplacer de x à T (x)

Voir [HHMP19] pour les différents algorithmes pour le calculer
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Transport Optimal Projectif

Définition [RPDB11]

W̃p(X ,Y ) =

(∫
θ∈Ω

Wp(Xθ,Yθ)pdθ

) 1
p

where

Xθ = {〈Xi , θ〉},
Ω =

{
θ ∈ Rd : ‖θ‖ = 1

}
,

Wp(Xθ,Yθ) la distance de Wasserstein 1D entre Xθ et Yθ

Mesure équivalente au transport optimal [Bon13]
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Dualité de Kantorovich-Rubinstein

Soit

‖f ‖L = sup

{
f (x)− f (y)

‖x − y‖
: x , y ∈ Ω; x 6= y

}
,

On a

W (µ, ν) = sup

{∫
Ω
fdµ−

∫
Ω
fdν : ‖f ‖L ≤ 1

}
,

donc ∣∣∣∣∫
Ω
fdµ−

∫
Ω
fdν

∣∣∣∣ ≤ ‖f ‖LW (µ, ν),

et ∣∣∣∣∣
∫

Ω
fdµ− 1

n

n∑
i=1

f (xi )

∣∣∣∣∣ ≤ ‖f ‖LW (µ, ν).
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Minimiser le Transport Optimal

Descente de gradient

(a) BNOT[DGBOD12]
(Transport Optimal)

(b) SOTS (Transport Optimal
Projectif)
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Conclusion

Avantages

I Mesure intuitive

I Échantillonnage préferentiel

Désavantages

I Plus coûteux

I Classe de fonctions plus restreinte

À faire

I Trouver la valeur minimale théorique en fonction de n
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(M, µ)-Uniformité [Nie03]

Intuition
Critère binaire d’uniformité proche de la discrépance.

1
16

1
4

1

Figure – Exemple d’une réalisation (M, µ)-uniforme
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(M, µ)-Uniformité [Nie03]

Intuition
Critère binaire d’uniformité proche de la discrépance.

1
16

1
4

1

Figure – Exemple d’une réalisation non (M, µ)-uniforme
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(M, µ)-Uniformité [Nie03]

Soit

I (Ω, B, µ) un espace de probabilité

I Ω notre domaine d’intégration

I B une σ-algèbre de sous ensembles de Ω

I µ une mesure de probabilité definie sur B
I M un sous ensemble de B
I P = {x1, . . . , xn} un ensemble de n points

I P(M) la proportion de points de P dans M

Définition
P est (M, µ)-uniforme si ∀M ∈M,P(M) = µ(M)
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Borne d’intégration

Théorème
Si M est une partition de Ω et que P est (M, µ)-uniforme alors∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

f (xn)−
∫
X
fdµ

∣∣∣∣∣ ≤
|M|∑
j=1

µ(Mj)(sup
Mj

(f )− inf
Mj

(f ))

On défini δ(M) = sup
x ,y∈M

d(x , y) et δ(M) = sup
M∈M

δ(M)

Théorème
Si M est une partition de Ω et que P est (M, µ)-uniforme alors∣∣∣∣∣ 1

N

N∑
n=1

f (xn)−
∫
X
fdµ

∣∣∣∣∣ ≤ sup
x ,y∈X

d(x ,y)≤δ(M)

|f (x)− f (y)|
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Exemple

Stratifié
Par définition (M, µ)-uniforme avec M l’ensemble des strates et µ
la loi uniforme.

I δ(M) = O( 1√
n

)

I Pour f Lipschitz,

sup
x ,y∈X

d(x ,y)≤δ(M)

|f (x)− f (y)| = O(
1√
n

)



34/39

Exemple

Stratifié
Par définition (M, µ)-uniforme avec M l’ensemble des strates et µ
la loi uniforme.

I δ(M) = O( 1
d√n )

I Pour f Lipschitz,

sup
x ,y∈X

d(x ,y)≤δ(M)

|f (x)− f (y)| = O(
1
d
√
n

)
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Conclusion

Avantages

I Critère élégant

I Souplesse d’application

Désavantages

I Preuve à refaire pour chaque ensemble de point

I Borne très faible ?

À faire

I Étudier de la bibliographie plus récente pour trouver l’intérêt
[Kel06, Kel13]



36/39

Le mot de la fin

Les échantillons sont construits en respectant des propriétés qui
sont le fondement de leur éfficacité pour l’intégration.
Ces propriétés peuvent être détruite par les manipulations faites sur
les échantillons.

Figure – Exemple de mauvaise manipulation d’échantillons
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