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Résumé:

La Transformée Mojette (MT) incluse dans une
chaine de transmission de données numériques doit
étre omnsidérée @mme un codage canal. Appliquée
sur des données binaires, la MT nous permet de
déteder et de arriger des erreurs isolées, tandis
que laMT appliquée aune technique de crrélation
corrige des erreurs par paquets (bursts). Dans cet
article nous mettons en ocauvre ces deux types de
transformées, puis nous comparons leurs
performances par rappat aux codeurs canaux
usuels: les codes en blocs et les codes cycliques.

Motsclef :

Transformée Mojette, détedion et corredion
d erreurs.

1 Introduction

Un intérét en transmissions numériques est
d'utiliser en méme temps un codage source & un
codage canal.

Le mdage cad qui nous intérese plus
particulierement, consiste a effectuer diverses
opérations mathématiques avec les informations
issues du codage source A laréception, le déaodeur
vérifie si ces lois nt toujours respedéss, détede
ains les erreurs dues a latransmission et les corrige
sl en ala posshilit & Rappelons que les différents
codage canaux Utilisés en transmisson sont: les
codes en blocs linédres [1], les codes cycliques [2],
les codes convolutifs et les turbo codes.

Nous rappelons dans la semnde partie les
définitions du codage en blocs linédres. La
troisieme partie traite de I'applicaion du codage
cand vialaMT [3]. Les composantes du suppatt de
laMT peuvent étre des hits ou des nombre dits g-
aires (g=2"). Dans le premier cas nous parlons de
Transformée Mojette Binaire (MTB) et dans le
seoond, appliquée aune technique de crrélation,
nous parlons de Transformée Mojette Spline
(MTS). Dans chaque ca& nous domerons des
résultats de simulations.

2 Lescodesen blocslinéaires

A un bloc de k éléments binaires (0 ou 1), appelé
mot d’informations m, on fait correspondre un bloc
de n éléments binaires (n > k), appelé mot du code
c. Ces codes notés C(n,k) sont caradtérisés par leur
taux de crrediont et leur rendement définit par 7=
k/n.
L’obtention des mots du code c Seffedue e
appliquant larelation matricielle
c=mG (D]

ou G représente la matrice génératrice permettant
de wder le mot m. Cette relation matricielle peut
auss s éaire souslaforme:

c=[en.cc]=m[G,.G(] )
Cn est un vedeur dont les composantes ont non
contraintes, ¢'est adire qu'elles nt indispensables
pour la remnstruction de I'information transmise.
Cc est un vedeur de composantes contraintes, il
porte I'information redondante utilisée pour la
reconstruction des erreurs. Les matrices Gy et G¢
sont les matrices génératrices des vedeurs
correspondants.
Lors dune transmisson de données nous
supposons que le mot requ r est entaché d’ erreurs
additives. Si ¢ est le mot du code émis alors le mot
r séait :

r=c+e 3

ou e est le vedeur derreurs dans lequel une
composante égale al indique la présenced’ erreurs.
La détedion des erreurs % fait en cdculant le
syndrome s par larelation suivante :

s=rHT =(c+e)H" =eH" 4
avec H la matrice duale qui vérifie |I'expression
GH' =0.
Un syndrome s différent du vedeur nul implique la
présence derreur(s) de transmisson. S le
syndrome est nul, cda signifie que le mot requ r est
égal a un mot du code, ce qui améne deux
possbilit és: une premiére dans laquelle e=0 C'est &
direqu'il n'y a pas d’erreurs de transmisson et une
deuxiéme dans laquelle e20 mais e+c est un autre
mot du code. On est alors dans une @nfiguration
d’erreurs indétedables.



Pour caradériser de tels codes, on dispose de
plusieurs outils comme la distance minimale (dn)
au sens de Hamming, qui est égale au plus petit
nombre de @lonre linédarement dépendante de la
matrice H, le pouvoir de détedion, qui est égale a
dnin—1, €t enfin le powoir de orrediont :

[ﬁmh"lE

g2 E ®)
ou X[ désigne la partie inférieure par vaeur
entiérede x [1].

Ainsi pour un code noté C(7,4), dnin est égale a3 et
son pouvoir de rredion t est égale aune areur
corrigedble sur 7 hits transmis et le rendement
=0,571

t=

3 LaTransforméeMojette

La Transformée Mojette (MT) est basée sur le
principe de la transformée de Radon discrétisée
L'intérét principal d une telle transformée éant sa
linéaité e surtout son inversibilit é. Elle permet de
projeter un signal bidimensionnel en un ensemble
de signaux monodimensionnels (Figure 1)
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Figure 1 : Exemple de TransforméeM ojette

Elle se cdcule par larelation suivante :

400 +oo

fxy)= > > fkho(x=Kad(y-1)  (6)

k==t | ==
ou f(kl) représente les coefficients du suppat
original au point (k) (les g de laFigure 1) et dle
symbole de Kronedker. Le résultat de I’ équation (6)
noté f(x,y) est appelé bin (b de la Figure 1) et
correspond a la somme des ééments rencontrés le
long d’ une projedion.
La MT étant linédre @ inversible nous pouvons
éaire la transformée avec I’ éaiture des codes en
blocslinéares.
c=mG )

ou G est lareprésentation matricielledelaMT.

Avec un ensemble suffisant de projedion, en
respedant les équations de Katz [4], il est posshle
de reoonstruire les composantes du suppat. |l
existe dors des bins non contraints notés cy servant
a la remonstruction et des bins contraints notés cc
servant a la reconstruction en cas d’erreurs s les
bins non contraints. L’'éaiture (2) est aors
respedeéss:

c=[en.cc]=m[G,.G(]

Gy est lareprésentation des bins non contraint de la
MT et Gc cdle des bins contraints. Sa matrice
duale sciéeseradelaforme:

H=[G.GL,Id] ©)
qui vérifie que le produit de la matrice génératrice
par sa matrice duale transposee &t une matrice
nulle.

3.1 LaTransforméeMojette Binaire

La Transformée Mojette Binaire (MTB) est une
applicaion de la MT sur des données binaires. Si
nous appliquons une MTB sur un suppat caré de
dimension 2 avec ®mme jeu de projedions
{(2,1) ;(1,0) ;(0,2)} (cf Figure 1), a partir des 4 hits
d’'informations qui représentent le mot m (a; a ay)
nous obtenons aprés la MTB un mot du code de 8
bits. Le cde peut dors séaire C(8,4) avec mmme
distance minimale d.;,,=3 et donc un powoir de
corredion t=1 erreur.

L'intérét de la MTB est qu'elle permet également
de oorriger un cetan nombre derreurs
conseadutives. Pour conngitre ce nombre, nous
proposons la méthode suivante: En reprenant
I’équation (3) et en supposant qu'il y ait un bit
erroné sur 8, les huit configurations d'erreur sont
alorsles slivantes:

bl

0 :

B,=[0 00 - 1]
Il en résulte un cdcul de huit syndromes, qui sont
convertis en dédmal puis rangés dans un vedeur
ES. Pour le jeu de projedion précélent, nous
obtenons:

ES =[10 9 -9 -10 8 -11 -13 -14
Tous les éléments du vedeur ES; sont différents, ce
qui permet de dire que le jeu de projedions peut
corriger une ereur parmi 8. Suppaosons maintenant
gu'il y est deux erreurs conséautives parmi 8 hits,
nous avons aors 7 configurations d erreurs
possbles. Suivant le méme principe nous obtenons
un rouveau vedeur de syndrome :

ES,=[-12 15 -12 13 12 -9 -17|

On constate que la composante —12 se retrouve
deux fois dans ce vedeur, cda indique
I'imposshilité de crriger 2 erreurs consécutives
puisque adeux configurations d’ erreurs différentes
correspond une seule valeur de syndrome. La
condition nécessaire pour corriger deux erreurs
conséautives est donc d avoir les ééments de ES,
différents entre aux et différents de ES,.

Il existe au moins une @nfiguration qui permet de
corriger autant d'erreurs consécutives que I'on
souhaite apartir d'un suppat carré de taille N avec
N>4 et comme projedions: {(N,1);(2,1) ;(1,1)}.
Nous pouvons corriger toutes les erreurs
conséautives avec un taux de redondance qui
diminue lorsque N augmente.

Nous avons effedué des smulations qui nous
permettent de cmparer les performances de la
MTB avec les codes de Hamming (noté H) et les



codes BCH. Ces codes ont de la forme C(n,k,t) ou
C représente le @mde utilisé. Nous avons aors le
code MTB(8,4,1) cdculé sur un suppat caré de
taill e 2 avecles projedions {(2,1) ;(1,0) ;(0,1)} puis
le mde MTB(47,25,1) cdculé sur un suppat caré
de dimension 5 avec ®mme jeu de projedions
{(5,1) ;(21) ;(1,1)}. La Figure 2, représente les
caadéristiques de ces codes ains que cdles des
codes H(1511,1), H(7,4,1), BCH(31,16,3) et
BCH(15,7,2), ces derniers éant choisit pour leurs
propriétés proches de cdles des MTB utili sées.
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Figure 2 : Comparaison celaMTB avecles codes BCH
et de Hamming.

Pour le mde BCH(15,7,2) les deux premiéres
données de la figure permettent de dire que ce ode
aun rendement de 0,467 pour untaux de crredion
de 0,133 c'est adire qu'il corrige 2 erreurs isolées
sur 15 htstransmis. Latroisiéme information est le
pouvoir de crredion d erreurs conséadtives dans
ce ¢&0.467 (7 erreurs conséautives sur 15 Lts).

Nous pouvons aors remarquer qu'a rendement
approximativement  égal la MTB(8/4,1) se
comporte bien, en terme de rredion d'erreur

isolée par rappot aux autres codes. La
MTB(47,25,1), malgré un taux de arredion plus
faible, corrige toutes les erreurs consécutives que
tous les autres codes, €elle peut aors s avérer utiles
dans les canaux de transmissons provoguant des
erreurs en rafales.

3.2 LaTransforméeMojette Spline

Dans unre projedion MT, une mposante su
suppat ne participe gu’'a un bin et sa cntribution
est unitaire. En choisisant le modele de Haa
[3][5], la projedion d’une mmposante se repartie
sur plusieurs bins, sa @ntribution a un bin spline
est adors proportionnelle a la longueur de
I'intersedion de cdte omposante avec la
projedion isaue du bin spline.

Latraced unpixel sur laprojedion est trapézoidale
et est définie par le double produit de convolution:

t(p,g) = R(p) OR(q) LP(p,q) 9)

ou R(p) (respedivement R(q)) représente une
fonction redangle de largeur p (respedivement q).
Quant a P(p,q), €ele représente une fonction
redange de largeur deux seulement si p ou q sont
paires gnon elle définie une fonction unitaire.
LaMTS, notéeProj(p,q) est donc définie par :

Proj;(p,q) =Proj(p,q) Cx(p,q) (10)
L'intérét de la MTS est de travailler sur des
éléments g-aires comme pour les codes RS. La
technique de corréation appliquée sur des éléments
binaires n'aurait aucun intérét excepté cdui
d’ augmenter le rendement par rapport alaMTB.

321 Principe de détedion et de crredion
Pour une matrice P x Q le nombre de bins par
projedion est égale a:

- [Pxp+[@Qxqgls pouqsont paires

- [PxpH@xql-1s petqsontimpaires
et un éément du suppart sera présent :

- p+qgfois g pouqsont paires.

- p+qg-—1fois s petqsontimpaires.
L'agorithme de wrredion explicité par la suite
n'est valable que pour le jeu de projedions ayant
pour forme {(Q,1);(0,1);(1,0)}. La détedion des
erreurs intervient seulement sur la premiéere
projedion, cdle d étant la seule ol le modéle de
Haa est rédlement appliqué.

Etant donné que la deuxiéme projedion
contient Q bins § une areur par paquet intervient
sur plus de Q bins splines, aors il y a un risgue
pour gque les trois projedions ient fausses ce qui
rend impossble la rredion. De ce fait, on
suppcse que seules deux des trois projedions
peuvent étre eronées.

Afin de déeder ure ereur, il suffit de
décorréler la premiére projedion spline dans les
deux sens et de wmparer les deux vedeurs hins
obtenus. Pour plus de prédsion, le premier vedeur
bins (B;) est obtenu en déwrrélant la projedion
spline du premier au dernier terme, le second



vedeur hins (B,) est obtenu en décorrélant du
dernier au premier terme.

S les deux vedeurs B; et B, sont égaux cda
impliqgue quaucune ereur de transmisson est
intervenue sur la premiére projedion. La
reqonstruction des composantes du suppart original
est alors possble sans avoir besoin des deux autres
projedions. Dans le ca& inverse, la troiseme
projedion sert de projedion déedrice d'erreurs et
est suppcsee o©rrede. Une des propriété
fondamentale de la MT est aors utilisée Cette
propriété est donnéepar I’ expression suivante :

i=n=p j=k=PxQ

S = .ZB(i): ZA(J') (1)

ou B représente le vedeur bins des différentes
projedions de la MT (ici les bins de la troisiéme
projedion) et A représente le vedeur des
composantes du suppat origina de dimension
PxQ.

La orredion Seffedue e comparant
itérativement le vedeur B; ala somme mrrede S
des composantes du suppat original. Si le vedeur
B, ne vé&ifie pas (11) alors nous remplagns la
derniére valeur non modifiée des compaosantes de
B, par la derniére valeur des compaosantes de B, et
ced jusgu'a ceque la somme de B, soit égale a&.
Dés que ce test est vérifié nous appliquons la
Transformée Mojette Inverse [3]. S aprés
reconstruction, un des termes supposé non erroné
des deux derniéeres projedions est non nul, alors il
faut continuer notre procédure itérative; sinon si
nos termes suppose vrais ont nuls cda entraine que
nous avons corredement rewnstruit  nos
composantes originales.

3.22 Réaultatsde smulation

Sur la Figure 3, nous comparons la MTS & un code
RS. La notation uiliste et la méme que pour les
résultats de laMTB excepté le dernier terme qui est
égale ala puissance “m’ définissant la taille des
éléments g-aires.

Toujours pour un rendement approximativement
égal (a 0,04 prés), nous pouvons remarquer que le
pouvoir de crredion de nos codes MTS sont trés
nettement supérieur a céui du code RS utilisé le
plus couramment, en moyenne ewiron 5%
d’erreurs corrigés en plus pour une perte d’environ
2% en terme de rendement.
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Figure 3 : Comparaison celaMTS avecles codes
corredeurs de bursts.

4 Conclusion

La Transformée Mojette, que ce soit la MT
appliquée sur des éléments binaires (MTB) ou la
MTS, a des performances équivalentes avec les
codes linédres les plus courants. Si la MTB
n'appate pas un gand intérét par rapport au code
en blocs excepté cedui de arriger une infinité
d’erreurs consécutives, a l'inverse la MTS s avére
nettement plus performante en terme de @rredion
gue les codes RS. Cependant pour ce qui est de la
MTB, les propriétés de la MT ne sont pas
entierement exploitées, le principe de rredion
restant a gprofondir. Une perspedive et de
travailler sur la forme du suppat original ca la
corrélation suivant certaines projedions reste
insuffisante.
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